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SOLUCIONES PERIODICAS DE UN MODELO
DE UN REACTOR D INAM ICO
par
Lui s A. ORTEGA S.
I"traduce ion. Recientemente muchos investigadores han es-
tudiado el sistema correspondiente a un modelo de un reactor
nuclear dinamico, de la forma:
(0.01)
donde D1,D2,d, son constantes positivas, b ~ 0, y las fun-
ciones U(x,t) y V(x,t) representan el flujo de neutrones y
la temperatura respectivamente. Resultados sobre este sis-
tema los encontramos por ejemplo en [4J ,[5J Y [7J.
En este articulo demostraremos la existencia de solu-
ciones periodicas del sistema (0.01), con un factor externo.
En la seccion 1 se demuestra un resultado sobre la
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existencia de soluciones peri6dicas para un sistema de la
forma
(0.02)
L1[u](x,t) - f1(x,t,u(x,t),v(x,t»
L
2
[v](x,t) - f
2
(x,t,u(x,t),v(x,t» en ~~
u/3~~ - v/3~~ - 0,
donde L1 Y L2 son operadores lineales diferenciales de se-
gundo orden de tipo parabolico.
En la secci6n 2, se demuestra la existencia de solu-
ciones peri6dicas del sistema (0.01), con un factor externo
q(x,t)> o.
Adoptaremos las siguientes notaciones:
NDenotaremos par ~ a un dominio acotado eri Ik , r y a seran
numeros reales y D = ~x[a,rJ. Para toda funcion u definida
en D y 0 < a < 1, se define:
= sup lu(x,t) I, H~(U) =
(x,t)E:D
l = 1,2
Se dice que u es Hold~-uninonmemente ~ontinua en D
de exponente a, si H~(U) < 00 El conjunto de estas funciones
ase denota por C (D).
El conjunto de todas las funciones u e:C1(D) tales que
u,uxi pertenecen a Ca(D), para i = 1,.... ,N, se denota
28
l+apor C (D). En la misma forma, el conjunto de todas las
2funciones u E C (D) tales que u,u ,ux'x., 1 ~ i,j ~ N, per-t l J
tenecen a Ca(D), se denota por C2+a(D). Se define:
= ~u liDa +
N
I IIUx·1 ,i=l l a
l+apara todo u E C (D)
y
Por A se denotara el espacio de Banach de todas las
funciones u definidas en ~R, tales que u(x,t+T) = u(x,t)
Y UE Ca({ix[O,T]), can la norma II·II~X[O,TJ(T es un numer-o
positivo fijo). Par B al espacio de Banach de todas las fun-
ciones u definidas en {i~, tales que u(x,t) = u(x,t+T),
ul arxIR - 0 y U E C2+aWx [0, T]), can la norma
lIullB = lull~:Jo,T].
En este articulo se utilizara el siguiente resultado,
el cual fue demostrado en [3J, usando fundamentalmente el
Teorema de Kolesov, publicado en [lJ.
(0.03) TEOREMA. Dado f E A, e-wte- una ui'U.c.a 6UVlU6Vl
u E B :tJ:ti que- L[ u} = f e-Vl 0><:m.. Adem:i6 e-ti-6te-n do.6 c.OYl..6taVl-
te-.6 k
1
> 0, k
2
> 0, hlde-pe-ncU..e-nte-.6 de- f , tctte-.6 que-
Ilu!B~ k1!L[u]IIA, paM todo u e: B
lIuI11+a.:::k)IL[uJILx>paJta todo u e: B,
donde-
L [c]
N N
= ~u _ (I I a ..
ou j=l i~l lJ
au',:\--+ c. u) ,ox,
l
L e.s UJ"L,[60JUrlerrle-i'li:e-paMb 6Uc. °, aij ,bi' c E A paJta todo
1~ i,j ~ N I:f C ~ O.
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El Teorema (0.03) juega un papel importante en los re-
sultados obtenidos por A.C. Lazer en [3] y A. Castro y A.C.
Lazer en [2].
Secc i6n 1. En esta seccion estudiaremos la existencia de
soluciones del sistema (0.02). En 10 que sigue, L1 y L2 de-
notan los siguientes operadores:
N a
(x,t) + I b.(x,t)~x,t)
i=1 l OXi
+C(x,t)u(x,t»,
_ au N N _ a2u
L2[u](x,t) =~t- (I L a ..(x,t)a a (x,t)
01: i=1 j=1 lJ Xi xj
~ - au+ L b.(x,t)-.....- (x,t) + C(x,t)u(x,t»,
i=1 l oXi
donde C ~ 0, C ~ 0 en i1xJR~ C, C, b., b., a .., a .. e: A, para
l l lJ lJ
1 ~ i,j ~ N. Suponemos tambien que L1 y L2 son uniformemen-
te parabolicosen Q~.
Denot amos por
f . :S1><JR><.JR><JR -+ JR
l
(x,t,u,w) t-+ f.(x,t,u,w), i = 1,2
l
a un par de funciones continuas, con derivadas continuas en
las variables u y w, tales que:
(1.01) f .(x , t+T ,u , W
l
.(x,t,u,w) en Q~~~,
l
para i = 1,2.
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(1.02) Si u,w e: A entonces f.( ... ,u(o),w(o)) e: A,
l
para i = 1,2.
(1.03) TEOREMA. S; 1'1 > r u ewten cuatno 6unuone.,o
ul,u2'~1'~2 en c2,lWx[0,1'l])n CCX(QX[O,1'l]) -to.J..eJ.JQue:
LduJ(x,t) ~ fi(x,t,u1(x,t),u2(x,t)) en DX[O,1'l]'
i = 1,2,
Ld~J(x,t) < fi(x,t'~1(x,t)'~2(x,t)) en OX[0,T1],
i = 1,2,
u. ~ u. en ~x[0,Tl1 p~a i = 1,2,
l -l
u . (x , 0) = u. ( x, T) tj u. ( x, 0) = u. (x ,T) palta t.odo x e: ~,
l l -l -l
i = 1,2,
U.(x,t) ~ 0 tj u.(x,t) ~ 0, p~a todo (x,t) e: cmx[0,T1J,l -r L
i = 1,2,
tj adem1i6 exA.J.> ten dO-6 c.on-6:tanteJ.J mi > 0, m2 > 0, taie.-6 QUe.
f 1( ... , "i ,u2) +m1"i tj f 2( ... , "i ' u2hm2u2 -6 on 6unuone.-6 no
de.CJte.uenteJ.J en "i tj u2 paJt.a (u1,u2) e: [a1,b1]x[a2,b2]
donde
a. = inf{u.(x.t)l(x,t) E: [0,T1]}, i = 1,2l -l
b. = sup{li.(x,t)l(x,t) e: [O,Ti]}, i = 1,2,l l
entonc.e.-6 e.l pftob.tema (0,02) tie.ne. POft .to me.nO-6 una -6o.tu.c"Wn
u, v e: B, :tal.. Que ~i -< u ~ u1, ~2":; v ~ u2 e.n 0><IR.
Vemo-6tJtau6n. Denotemos tambien con ui'~1,u2'~2 a las
ext.ensiones pe r-i od i cas , con perlodo T, de las funciones
ul'~1,li2'~2' Consideremos las funciones siguientes defini-
das en ~><IR~><IR:
fi(x,t,u1,u2) = f.(x,t,zl,z2)+m.z.,l l l i = 1,2,
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donde
zk = uk Sl ~k(x,t) < uk < uk (x ,t ), k = 1,2,
zk = ~k(x,t), si uk ..::; ~k (x ,t ), k = 1,2,
zk = uk (x ,t ), Sl uk ~ uk(x,t), k = 1,2,
para todo, (x,t,u1,u2) e:: i'2XRXRXR. Acontinuacion demostra-
remos que cualquier solucion del problema:
para todo (x,t) e:: ~XR.
(1. 04)
es solucion del problema (0.02).
Para probar esta afirmacion, supongamos que (V1'V2)
es una solucion del problema (1.04); esto es,
para todo (x,t) e: ~><.IR,
para todo (x,t)e: ~><JR.
Puesto que
restando las desigualdades anteriores de estas liltimas,
respectivamente, obtenemos
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(1.05)
y
Si el minimo de (ui-Vi) en fclx[0,T1]> 0 entonces ui > Vi
en fclx[O,T1] para i = 1,2. Si el minimo de (u.-V.) en1 1
nx[0,T
1
] es menor 0 igual acero, entonces por el Principio
de Maximo para ecuaciones diferenciales de tipo parabolico
(ver [6]), y (1.05), tenemos que
minimo (u.-V.) =
QX[0,T1J 11
mln1mo (u.-V.) =
Clfclx[o,T1] 1 1
minimo u. ~ o.
Clfclx[o,T1J 1
Por todo 10 anterior tenemos que:
Con el mismo argumento podemos probar que u. ~ V. en
-1 1nx[0,T1], para i = 1,2. Esto es, ~i ' Vi' ui en nx[O,T1J
y
en fclx[0,T1], para i = 1,2. Ya que V1'V2' fi Y los coefi-
cientes de L. son funciones periodicas en la variable t con
1
perlodo T, tenemos que
para todo (x,t) E n~, i = 1,2, Y V1,V2 E B. Esta ultima
identidad implica que (V1'V2) es una solucion del problema,
(0,02). Definamos:
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E = {u e:: Ca(s)<R)!u(x,t+T) _ u(x,t), Y u I arlXJR = a},
A.E = EXE, Y
II (u,v)IIE = max{llulla, IIvlla}
E con esta norma es un espacio de Banach. Si hacemos M1[u]
= L1[u]+m1u, M2[u] = L2 u +m2u, por el Teorema (0.03)-1 -1e~isten los operadores inversos M1 :B + A, M2 :B + A, Y son
4'\ A Acontinuos. Se define la siguiente aplicacion K de E en E:
A • -1 . -1-R(u1,u2) = (l·M1 (f1(···'u1,u2», l·M2 (f2(···'u1,u2»),
donde i:B + E, es la inyeccion u~ i(u) = u. Por definicion
de fi, i = 1,2, existe r1 > 0 tal qUf-
II f i( ... ,"i(.. ),u2( ..)1100 < rl' i = 1,2,
para todo (u1,u2) e:: E. Por el mismo teorema (0.03), existe
una constante k1 > 0 tal que
IIM~l(fi(··· ,u1,u2»1I1+a ~ k11If/ ... ,u1,u2)IL ~ k1r1 = r2
Apara todo (u1,u2) e:: E, e i = 1,2. Por esta ultima desigual-
dad obtenemos:
(1.06) Apara todo (u1,u2) ~E.
Denotaremos par B(0,r2) a la bola cerrada en E de centro
cera y radio r2. Par (1.06) tenemos que:
(1.07)
Es facil ver que R es un operador compacto de E en E. Por
el Teorema del punto fijo de Schauder, existe (V1'V2) E E
tal que R(V1,V2) = (V1,V2), esto es
M1 [V 1] =
M2 [V 2] =
-L1[V1]+m1V1 - f1(·· .,V1,V2),
L2 [V2J +m2 V2 - f2(... ,Vl'V2)' Vl'V2 e: B.
Lo anterior implica que
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L1[V1](x,t) = f1(x,t,V1(x,t),V2(x,t)).
L2[V2](X,t) = f2(x,t,V1(x,t),V2(x,t)) en ~~,
Secc ion 2. En esta secciSn aplicaremos el resul tado de
la seccion anterior al siguiente sistema
u > 0, V > 0 en ~~, u,V E B
(2.01)
i.]»] = u[a(o)V-b]+q(x,t) en rlxF
L[VJ = d·u en ~~
donde a(x,t) E A, a(x,t) > 0, para todo (x,t) e:: ~>qR, b ~ 0,
d > 0, q( . ) EA, q( x, t ) > 0 en nXF y
2 ( N
[J( ) dU [\' ( )dux,t) \b( )dU(X,t)L u x,t = dt - 0 ~ aiJ· x,t dX1d + L . x,t dl,J=l xj i=l l xi
+ C(x,t)u(x,t)],
para todo (x,t) e::~, C ~ 0; a ..(·), b.,CEA,yLes uniforme-lJ l
mente parabolicoo
Se puede ver facilmente que las funciones
f1(x,t,u,V) = u(a(x,f)V-b), f2(x,t,u,V) = d·u, satisfacen
las condiciones del Teorema (1.03).
Denotemos con ~(x,t) la funcion propia del problema
de valor propio can valor en la frontera, (ver (31).
donde, Ai es el primer valor pr-op i.o de L, II ~IIoo = 1.
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(2.02) TEOREMA. Si q(x,t) > 0 en r/xR, ~i< 0 e.n dr/x:rr<-,
q Ii: B, a y b I.>on l.>uMue.nteme.nte. gttande.!.> tai.es que. aA1 > d
2Y (A1-(a -b»¢ > q(x,t) e.n ~ e.ntonQe6 e.f I.>i!.>te.ma (2.01)
t.cene: I.>OwQi6n.
Vemol.>t!taQi6n. Tomemos k2 = inf a(x,t). Por hip6te-nx[O,T]
sis k2A1 > d, ademas 0 < k2 ~ a. Por estas dos ultimas desi-k Agualdades existe una constante k1, 1 < k1 < ~ y k2¢ ~ a
en r/><.IR. Ademas por hip6tesis:
(2.03)
Denotemos u - k1¢, V = k2¢. Por (2.03) obtenemos 10 siguien-
te:
(2.04) L[u] = k1A1¢ > (a
2-b)k1¢+ q(x,t) = i:i[a
2-b]+ q Cx c t )
~ i:i[ak2¢-b]+ q(x,t) = i:i[aV-bJ+ q(x,t), en n><:rr<-,
ademas,
(2.05)
Tomemos a > 0, 6 > 0 dos constantes suficientemente peque-
fias tales que, a < k1, 6 < k2, 6A1 < da, a(A1+b)¢ ~ q(x,t)
en r/~ y denotemos u - a¢, V - 6¢. Por 10 anterior obtene-
mos:
(2.06) L[~] = aA1¢ ~ -ab</>+q(x,t) - -b~+q(x,t)
~ u [a V- b] + q( x , t ) en r2X:rr<-,
<2.07)
Por (2.64), (2.05), (2.06), (2.07) Y e1 Teorema (1.03) exis-
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ten dos funciones U,V€ BIas cuales satisfacen el proble-
ma (2. 01) y u ~ u ~ u, V :S V ~ V en {2xp
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